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二维分数阶强耦合薛定谔方程的保结构方法

谭　 凤，　 冉茂华*，　 刘　 洋
（四川师范大学 数学科学学院，四川 成都 ６１００６６）

摘要：构造能够保持分数阶强耦合薛定谔方程原始不变量的有效数值解法．首先利用降阶技术和实部、
虚部分离手段将分数阶强耦合薛定谔方程改写成等价的哈密顿系统，然后在空间和时间方向分别采用 Ｆｏｕ-
ｒｉｅｒ拟谱法和分区平均向量场（ＰＡＶＦ）系列方法进行离散，建立相应的全离散数值方法．理论和数值实验结
果表明，所获得的 ＰＡＶＦ系列方法都能够保持模型的原始能量，但只有 ＰＡＶＦ-Ｐ方法能同时保持原始的能量
和质量．
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０ 引言

和传统的整数阶微积分相比，分数阶微积分凭

借其积分定义形式，往往表现出更好的非局部依赖

性，能够更好地解释一些具有记忆和遗传特征的模

型和现象．因此，近年来分数阶微积分在物理和工
程中得到了大量应用，各种基于分数阶微积分建立

的模型被不断提出［１］．
文献［２-３］首先利用 Ｌéｖｙ 路径积分，建立了

Ｒｉｅｓｚ空间分数阶导数情形的分数阶 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方
程，并且对分数阶和整数阶方程之间的关系进行了

讨论． 文献 ［４-５］给出了更多的关于分数阶
Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的一些物理应用． 对于分数阶
Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ方程（ＦＳＥｓ）和耦合分数阶 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ
方程（ＣＦＳＥｓ）相关的其他属性，例如孤子动力学、
基态、吸引子和一致性等［６-１０］．

本文主要考虑如下强耦合空间分数阶

Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ方程（ＳＣＦＳＥｓ）［１１-１４］

ｉｕ ｔ ＋ γ １（－ Δ）
α
２ ｕ ＋ （γ ２ ｜ ｕ ｜

２ ＋

γ ３ ｜ ｖ ｜
２）ｕ ＋ γ ４ｕ ＋ γ ５ｖ ＝ ０，

ｘ∈ Ω，　 ｔ∈（０，Ｔ］， （１）

ｉｖ ｔ ＋ γ １（－ Δ）
α
２ ｖ ＋ （γ ２ ｜ ｖ ｜

２ ＋ γ ３ ｜ ｕ ｜
２）ｖ ＋

γ ４ｖ ＋ γ ５ｕ ＝ ０，
ｘ∈ Ω，　 ｔ∈（０，Ｔ］． （２）

初始条件为

ｕ（ｘ，０）＝ ｕ ０（ｘ），
ｖ（ｘ，０）＝ ｖ ０（ｘ），　 ｘ∈ Ω， （３）

其中，ｉ ＝ －■ １，１ ＜ α≤２，γ １ ＞ ０ 是群速度色散，γ ２
描述了双折射介质中脉冲信号的自聚焦，γ ３ 是定
义方程（１）和（２）可积性的交叉相位调制（交互相
位调变），γ ４ 是归一化双折射常数，表现为恒定环
境电势，γ ５ 被称为线性耦合参数，也被称为线性双
折射． ｕ ０（ｘ）和 ｖ ０（ｘ）是已知的光滑复值函数，分数

阶 Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子（－ Δ）
α
２被定义为［１５］

（－ Δ）
α
２ ｕ（ｘ，ｔ）＝ Ｆ

－１
［｜ ξ ｜ αＦ（ｕ（ξ，ｔ））］，　 （４）

其中，Ｆ是 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，Ｆ － １为 Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换．该模
型被广泛应用于量子物理学、非线性光学、等离子

体物理学和流体力学等领域．
注意到，ＳＣＦＳＥｓ（１）和（２）有如下守恒特征：
Ｑ（ｔ）＝ Ｑ（０），　 Ｅ（ｔ）＝ Ｅ（０），

∀ｔ ＞ ０， （５）
其中质量

Ｑ（ｔ）＝ ‖ｕ（·，ｔ）‖ ２
Ｌ ２ ＋ ‖ｖ（·，ｔ）‖

２
Ｌ ２，（６）
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能量

Ｅ（ｔ）＝ γ １（‖（－ Δ）
α
４ ｕ（·，ｔ）‖ ２

Ｌ ２ ＋

‖（－ Δ）
α
４ ｖ（·，ｔ）‖ ２

Ｌ ２）－

１
２ γ ２（‖ｕ（·，ｔ）‖

４
Ｌ ４ ＋ ‖ｖ（·，ｔ）‖

４
Ｌ ４）－

γ ３ ∫
Ω
｜ ｕ（·，ｔ）｜ ２ ｜ ｖ（·，ｔ）｜ ２ｄｘ －

γ ４（‖ｕ（·，ｔ）‖
２
Ｌ ２ ＋ ‖ｖ（·，ｔ）‖

２
Ｌ ２）－

２γ ５Ｒｅ（∫
Ω
ｕ�ｖｄｘ）． （７）

　 　 随着研究的不断深入，包括工程师在内的科技
人员对数值算法也提出了更高的要求．尤其是针对
这类拥有重要特征的物理模型，他们希望相应的数

值方法在离散的数值层面也能反映出相应的物理

特征．事实上，“……在某些领域，能否保持原微分
方程的某些不变性质是判断一个数值模拟是否成

功的标准”［１６］．因此，构造保持 ＳＣＦＳＥｓ（１）和（２）守
恒性质（５）的有效数值解法具有重要的理论和应用
价值．

到目前为止，已有不少学者提出了一些求解

ＦＳＥｓ的有效数值方法． Ｗａｎｇ 等［１７］针对单个的

ＦＳＥｓ构造了相应的能量守恒差分格式；Ｗａｎｇ 等［１８］

针对 ＣＦＳＥｓ提出了相应的线性化隐式守恒差分格
式，并进行了详细的误差分析；Ｒａｎ 等［１２］进一步针

对 ＳＣＦＳＥｓ 提出了相应隐式和线性化守恒差分方
法，并进行了细致的数值验证；随后，一些研究者也

从 Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元和谱方法的角度构造了相应的
守恒方法［１９-２１］．

然而上述研究还主要集中于一维问题，且在针

对 ＣＦＳＥｓ的研究中，现有的绝大部分方法都只能保
持原方程的修正能量或质量，而非原始能量与质

量．受文献［２２-２３］的启发，本文拟从模型的哈密顿
结构角度，联合 ＰＡＶＦ 方法去构建数值求解多维
ＳＣＦＳＥｓ的守恒方法． 同时希望所构造的数值方法
可以在离散意义下既保持原始质量也保持原始

能量．

１　 ＳＣＦＳＥｓ（１）和（２）的哈密顿结构

鉴于直接对系统（１）和（２）中的微分算子进行
差商逼近所构造的数值方法存在耗时长或只保持

修正物理量的不足，以及拥有哈密顿结构的系统在

构造其保结构数值方法时相对比较容易的事实，本

节旨在探讨耦合系统（１）～（２）的哈密顿形式．
在这之前，首先引进如下重要引理．
引理 ２． １ ［２４］　 对给定 α ＞ ０ 和任意实值周期

函数 ｐ，ｑ∈Ｌ ２Ω，有

∫
Ω
（－ Δ）

α
２ ｐｑｄｘ ＝

∫
Ω
（－ Δ）

α
４ ｐ（－ Δ）

α
４ ｑｄｘ ＝

∫
Ω
ｐ（－ Δ）

α
２ ｑｄｘ． （８）

　 　 引理 ２． ２ ［２５］　 设泛函

Ｆ［ｇ］＝ ∫
Ω
ｆ（ｇ（ｘ），（－ Δ）

α
４ ｇ（ｘ））ｄｘ， （９）

其中 ｆ是定义在 Ω上的光滑函数，则有变分导数
δＦ
δｇ
＝ ∂ｆ
∂ｇ
＋ （－ Δ）

α
４ ∂ｆ

∂（（－ Δ）
α
４ ｇ）
． （１０）

　 　 令 ｕ ＝ ｐ ＋ ｉｑ，ｖ ＝ φ ＋ ｉψ，可将式（１）和（２）改写，
再分离改写式中的实部和虚部，可进一步得到如下

一阶耦合系统

ｐ ｔ ＝ γ １（－ Δ）
α
２ ｑ －

（γ ２ｐ
２ ＋ γ ２ｑ

２ ＋ γ ３φ
２ ＋

γ ３ψ
２）ｑ － γ ４ｑ － γ ５ψ， （１１）

ｑ ｔ ＝ － γ １（－ Δ）
α
２ ｐ ＋ （γ ２ｐ

２ ＋ γ ２ｑ
２ ＋

γ ３φ
２ ＋ γ ３ψ

２）ｐ ＋ γ ４ｐ ＋ γ ５φ， （１２）

φ ｔ ＝ γ １（－ Δ）
α
２ ψ － （γ ２φ

２ ＋ γ ２ψ
２ ＋

γ ３ｐ
２ ＋ γ ３ｑ

２）ψ － γ ４ψ － γ ５ｑ， （１３）

ψ ｔ ＝ － γ １（－ Δ）
α
２ φ ＋ （γ ２φ

２ ＋ γ ２ψ
２ ＋

γ ３ｐ
２ ＋ γ ３ｑ

２）φ ＋ γ ４φ ＋ γ ５ｐ． （１４）
　 　 可以证明耦合系统（１１）～（１４）满足如下守恒
定理．

定理 ２． １ 　 在周期性边界条件下，耦合系统
（１１）～（１４）满足守恒特征

ｄＧ
ｄｔ
＝ ０，　 ｄＨｄｔ

＝ ０， （１５）

其中质量

Ｇ ＝ ∫
Ω
（ｐ ２ ＋ ｑ ２ ＋ φ ２ ＋ ψ ２）ｄｘ， （１６）

能量

Ｈ ＝ ∫
Ω
（γ １（（（－ Δ）

α
４ ｐ）２ ＋ （（－ Δ）

α
４ ｑ）２ ＋

（（－ Δ）
α
４ φ）２ ＋ （（－ Δ）

α
４ ψ）２）－

４９６
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γ ２
２ （（ｐ

２ ＋ ｑ ２）２ ＋ （φ ２ ＋ ψ ２）２）－

γ ３（（ｐ
２ ＋ ｑ ２）（φ ２ ＋ ψ ２））－

γ ４（ｐ
２ ＋ ｑ ２ ＋ φ ２ ＋ ψ ２）－

２γ ５（ｐφ ＋ ｑψ））ｄｘ． （１７）
　 　 证明　 将式（１１）～（１４）分别与 ｐ、ｑ、φ、ψ 作内
积，并将所得各式相加，再利用引理 ２． １，即可得到
式（１５）．

同理，将式（１１）～（１４）分别与 ｐ ｔ，－ ｑ ｔ，φ ｔ，－ ψ ｔ
作内积，并将所得各式相加即可得到式（１５）．证毕．

定理 ２． ２ 　 耦合系统式（１１）～（１４）可改写为
如下无穷维哈密顿系统

ｐ ｔ
ｑ ｔ
φ ｔ
ψ

■
|
|
||
■

■
|
|
||
■
ｔ

＝ Ｊ

δＨ
δｐ
δＨ
δｑ
δＨ
δφ
δＨ

■
|
|
|
|
|
|
|
|
■

■
|
|
|
|
|
|
|
|
■δψ

，

其中

Ｊ ＝

０ １
２ ０ ０

－ １
２ ０ ０ ０

０ ０ ０ １
２

０ ０ － １
２

■
|
|
|
|
|
|
|
|
■

■
|
|
|
|
|
|
|
|
■０

（１８）

　 　 是一个反对称矩阵．
　 　 证明　 利用引理 ２． ２，可得
δＨ
δｐ
＝ ２（γ １（－ Δ）

α
２ ｐ － （γ ２ｐ

２ ＋ γ ２ｑ
２ ＋

γ ３φ
２ ＋ γ ３ψ

２）ｐ － γ ４ｐ － γ ５φ）， （１９）
δＨ
δｑ
＝ ２（γ １（－ Δ）

α
２ ｑ － （γ ２ｐ

２ ＋ γ ２ｑ
２ ＋

γ ３φ
２ ＋ γ ３ψ

２）ｑ － γ ４ｑ － γ ５ψ）， （２０）
δＨ
δφ
＝ ２（γ １（－ Δ）

α
２ φ － （γ ２φ

２ ＋ γ ２ψ
２ ＋

γ ３ｐ
２ ＋ γ ３ｑ

２）φ － γ ４φ － γ ５ｐ）， （２１）
δＨ
δψ
＝ ２（γ １（－ Δ）

α
２ ψ － （γ ２φ

２ ＋ γ ２ψ
２ ＋

γ ３ｐ
２ ＋ γ ３ｑ

２）ψ － γ ４ψ － γ ５ｑ）． （２２）
注意到耦合系统（１１）～（１４），有

ｐ ｔ
ｑ ｔ
φ ｔ
ψ

■
|
|
||
■

■
|
|
||
■
ｔ

＝

０ １
２ ０ ０

－ １
２ ０ ０ ０

０ ０ ０ １
２

０ ０ － １
２

■
|
|
|
|
|
|
|
|
■

■
|
|
|
|
|
|
|
|
■０

δＨ
δｐ
δＨ
δｑ
δＨ
δφ
δＨ

■
|
|
|
|
|
|
|
|
■

■
|
|
|
|
|
|
|
|
■δψ

． （２３）

证毕．

２　 ＳＣＦＳＥｓ（１）和（２）的守恒格式

２． １　 符号　 为了简单，本文考虑二维矩形区域Ω ＝

（－ Ｌ，Ｌ）×（－ Ｌ，Ｌ）． 记 ｔ ｎ ＝ ｎτ，ｘ ｉ ＝ － Ｌ ＋ ｉｈ，ｙ ｊ ＝

－ Ｌ ＋ ｊｈ，其中 τ、ｈ分别表示时间和空间方向的网格

步长．记 ｘ ｉｊ ＝（ｘ ｉ，ｙ ｊ），０≤ｎ≤Ｎ，０≤ ｉ，ｊ≤Ｍ，其中

τ ＝ Ｔ ／ Ｎ，ｈ ＝ ２Ｌ ／ Ｍ，Ｍ和 Ｎ是 ２ 个正整数．定义离散

网格 Ωτｈ ＝ Ω ｈ × Ωτ，其中 Ωτ ＝｛ｔ ｎ | ｔ ｎ ＝ ｎτ，０≤ｎ≤

Ｎ｝，Ω ｈ ＝ ｛（ｘ ｉ，ｙ ｊ）| ｉ，ｊ ＝ ０，１，…，Ｍ － １｝，边界

∂Ω ｈ ＝｛（ｘ ｉ，ｙ ｊ）| ｉ，ｊ ＝ ０ 或 Ｍ｝，且�Ω ｈ ＝ Ω ｈ∪∂Ω ｈ ．

令（ｐ ｎｉｊ，ｑ
ｎ
ｉｊ，φ

ｎ
ｉｊ，ψ

ｎ
ｉｊ）为精确解（ｐ，ｑ，φ，ψ）在网格

点（ｘ ｉｊ，ｔ ｎ）处的数值近似，并记

δ ｔＰ
ｎ ＝ Ｐ

ｎ＋１ － Ｐ ｎ

τ
，　 Ｐ ｎ＋

１
２ ＝ Ｐ

ｎ＋１ ＋ Ｐ ｎ
２ ，

其中向量

Ｐ ＝ （ｐ ０，０，…，ｐ Ｍ－１，０，ｐ ０，１，…，

ｐ Ｍ－１，１，…，ｐ ０，Ｍ－１，…，ｐ Ｍ－１，Ｍ－１）
Ｔ ．

向量 Ｑ、Φ和 Ψ可类似定义．此外，定义离散内积

（Ｐ，Ｑ）＝ ｈ ２∑
Ｍ－１

ｉ ＝ １
∑
Ｍ－１

ｊ ＝ １
Ｐ ｉｊＱ ｉｊ

和范数

‖Ｐ‖ ２ ＝ （Ｐ，Ｐ），　 ‖Ｐ‖ ∞ ＝ ｓｕｐ
ｘ ｉｊ∈Ω ｈ

｜ Ｐ ｉｊ ｜ ．

２． ２　 空间半离散系统　 为了使所构造的数值方法
具有高阶精度，同时考虑到周期边界条件，采用

Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱方法进行空间离散是一种较好的选择．

设（ｘ ｉ，ｙ ｊ）∈Ω ｈ 是 Ｆｏｕｒｉｅｒ 配置点，则 ｕ（ｘ，ｙ）
可用多项式

ｕ Ｍ（ｘ，ｙ）＝

∑
Ｍ／ ２

ｋ １ ＝ －Ｍ／ ２
∑
Ｍ／ ２

ｋ ２ ＝ －Ｍ／ ２
ｕ^ ｋ １，ｋ ２ ｅ

ｉμ（ｋ １（ｘ＋Ｌ）＋ｋ ２（ｙ＋Ｌ）） （２４）

进行逼近，其中 μ ＝ π ／ Ｌ，系数

５９６
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ｕ^ ｋ １，ｋ ２ ＝
１
Ｍｃ ｋ １

１
Ｍｃ ｋ ２
∑
Ｍ－１

ｌ １ ＝ ０
∑
Ｍ－１

ｌ ２ ＝ ０
ｕ（ｘ ｌ １，ｙ ｌ ２）×

ｅ － ｉμ（ｋ １（ｘ＋Ｌ）＋ｋ ２（ｙ＋Ｌ））， （２５）

ｃ ｋ ｌ ＝
１，　 ｜ ｋ ｌ ｜ ＜ Ｍ ／ ２，

２，　 ｜ ｋ ｌ ｜ ＝ Ｍ ／ ２
{

，
　 ｌ ＝ １，２． （２６）

因此，分数阶算子

（－ Δ）
α
２ ｕ Ｍ（ｘ，ｙ）＝

∑
Ｍ／ ２

ｋ １ ＝ －Ｍ／ ２
∑
Ｍ／ ２

ｋ ２ ＝ －Ｍ／ ２
｜ （ｋ １μ）

２ ＋ （ｋ ２μ）
２ ｜

α
２ ×

ｕ^ ｋ １，ｋ ２ ｅ
ｉμ（ｋ １（ｘ＋Ｌ）＋ｋ ２（ｙ＋Ｌ））． （２７）

将 ｕ^ ｋ １，ｋ ２代入式（２７），可得

（－ Δ）
α
２ ｕ Ｍ（ｘ ｉ，ｙ ｊ）＝

∑
Ｍ／ ２

ｋ １ ＝ －Ｍ／ ２
∑
Ｍ／ ２

ｋ ２ ＝ －Ｍ／ ２
｜ （ｋ １μ）

２ ＋ （ｋ ２μ）
２ ｜

α
２ ×

（
１
Ｍｃ ｋ １

１
Ｍｃ ｋ ２
∑
Ｍ－１

ｌ １ ＝ ０
∑
Ｍ－１

ｌ ２ ＝ ０
ｕ（ｘ ｌ １，ｙ ｌ ２）ｅ

－ ｉμ（ｋ １（ｘ＋Ｌ）＋ｋ ２（ｙ＋Ｌ）））×

ｅ ｉμ（ｋ １（ｘ ｉ＋Ｌ）＋ｋ ２（ｙ ｊ＋Ｌ）） ＝

∑
Ｍ－１

ｌ １ ＝ ０
∑
Ｍ－１

ｌ ２ ＝ ０
ｕ（ｘ ｌ １，ｙ ｌ ２）×

（∑
Ｍ／ ２

ｋ １ ＝ －Ｍ／ ２
∑
Ｍ／ ２

ｋ ２ ＝ －Ｍ／ ２

１
Ｍｃ ｋ １

１
Ｍｃ ｋ ２

×

｜ （ｋ １μ）
２ ＋ （ｋ ２μ）

２ ｜
α
２）ｅ ｉμ（ｋ １（ｘ ｉ－ｘ ｌ １）＋ｋ ２（ｙ ｊ－ｙ ｌ ２）） ＝

（Ｄ αＵ）ｉ ＋ｊＭ， （２８）
其中 Ｄ α 是微分对称矩阵，其元素

（Ｄ αＵ）ｉ ＋ｊＭ，ｌ １＋ｌ ２Ｍ ＝ ∑
Ｍ／ ２

ｋ １ ＝ －Ｍ／ ２
∑
Ｍ／ ２

ｋ ２ ＝ －Ｍ／ ２

１
Ｍｃ ｋ １

１
Ｍｃ ｋ ２

×

｜ （ｋ １μ）
２ ＋ （ｋ ２μ）

２ ｜
α
２ ×

ｅ ｉμ（ｋ １（ｘ ｉ－ｘ ｌ １）＋ｋ ２（ｙ ｊ－ｙ ｌ ２））． （２９）
　 　 利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱法离散耦合系统（１１）～（１４）
中的空间分数阶导数，可得如下半离散系统

Ｐ ｔ ＝ γ １Ｄ αＱ － （γ ２Ｐ
２ ＋ γ ２Ｑ

２ ＋ γ ３Φ
２ ＋

γ ３Ψ
２）·Ｑ － γ ４Ｑ － γ ５Ψ， （３０）

Ｑ ｔ ＝ － γ １Ｄ αＰ ＋ （γ ２Ｐ
２ ＋ γ ２Ｑ

２ ＋ γ ３Φ
２ ＋

γ ３Ψ
２）·Ｐ ＋ γ ４Ｐ ＋ γ ５Φ， （３１）

Φ ｔ ＝ γ １Ｄ αΨ － （γ ２Φ
２ ＋ γ ２Ψ

２ ＋ γ ３Ｐ
２ ＋

γ ３Ｑ
２）·Ψ － γ ４Ψ － γ ５Ｑ， （３２）

Ψ ｔ ＝ － γ １Ｄ αΦ ＋ （γ ２Φ
２ ＋ γ ２Ψ

２ ＋ γ ３Ｐ
２ ＋

γ ３Ｑ
２）·Φ ＋ γ ４Φ ＋ γ ５Ｐ， （３３）

其中 Ｐ ２ ＝ Ｐ·Ｐ，“·”表示向量之间的点乘运算．

令 Ｚ ＝（Ｐ，Ｑ，Φ，Ψ）Ｔ，则上述空间半离散系统
可以重写为标准的哈密顿形式

ｄＺ
ｄｔ
＝ ｆ（Ｚ）＝ Ｓ∇Ｈ（Ｚ）， （３４）

其中哈密顿量

Ｈ（Ｚ）＝ γ １（Ｐ
ＴＤ αＰ ＋ Ｑ ＴＤ αＱ ＋ Φ ＴＤ αΦ ＋

Ψ ＴＤ αΨ）－ １２ γ ２（（Ｐ
２ ＋ Ｑ ２）Ｔ（Ｐ ２ ＋ Ｑ ２）＋

（Φ ２ ＋ Ψ ２）Ｔ（Φ ２ ＋ Ψ ２））－

γ ３（（Ｐ
２ ＋ Ｑ ２）Ｔ（Φ ２ ＋ Ψ ２））－

γ ４（Ｐ
ＴＰ ＋ Ｑ ＴＱ ＋ Φ ＴΦ ＋ Ψ ＴΨ）－

２γ ５（Ｐ
ＴΦ ＋ Ｑ ＴΨ）， （３５）

系数矩阵

Ｓ ＝

０ １
２ Ｉ ０ ０

－ １
２ Ｉ ０ ０ ０

０ ０ ０ １
２ Ｉ

０ ０ － １
２ Ｉ

■
|
|
|
|
|
|
|
|
■

■
|
|
|
|
|
|
|
|
■０

（３６）

是一个反对称矩阵． Ｉ是单位矩阵．
若定义质量

Ｇ（Ｚ）＝ Ｐ ＴＰ ＋ Ｑ ＴＱ ＋ Φ ＴΦ ＋ Ψ ＴΨ，（３７）
则上述半离散系统具有如下性质．

定理 ３． １ 　 半离散系统（３０）～（３３）满足守恒
定律

ｄＨ（Ｚ）
ｄｔ

＝ ０，　 ｄＱ（Ｚ）ｄｔ
＝ ０． （３８）

　 　 证明　 注意到矩阵 Ｓ的反对称性，利用式（３４）
可得

ｄＨ（Ｚ）
ｄｔ

＝ ∇Ｈ（Ｚ）Ｔ ｆ（Ｚ）＝

∇Ｈ（Ｚ）ＴＳ∇Ｈ（Ｚ）＝ ０． （３９）
根据式（３７）可得

ｄＧ（Ｚ）
ｄｔ

＝

２ｈ ２（Ｐ ＴＰ ＋ Ｑ ＴＱ ＋ Φ ＴΦ ＋ Ψ ＴΨ）＝

２ｈ ２（γ １Ｐ
ＴＤ αＱ － Ｐ Ｔ（γ ２Ｐ

２ ＋ γ ２Ｑ
２ ＋

γ ３Φ
２ ＋ γ ３Ψ

２）·Ｑ － γ ４Ｐ
ＴＱ － γ ５Ｐ

ＴΨ －

γ １Ｑ
ＴＤ αＰ ＋ Ｑ Ｔ（γ ２Ｐ

２ ＋ γ ２Ｑ
２ ＋

γ ３Φ
２ ＋ γ ３Ψ

２）·Ｐ ＋ γ ４Ｑ
ＴＰ ＋ γ ５Ｑ

ＴΦ ＋

６９６
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γ １Φ
ＴＤ αΨ － Φ Ｔ（γ ２Φ

２ ＋ γ ２Ψ
２ ＋

γ ３Ｐ
２ ＋ γ ３Ｑ

２）·Ψ － γ ４Φ
ＴΨ － γ ５Φ

ＴＱ －

γ １Ψ
ＴＤ αΦ ＋ Ψ Ｔ（γ ２Φ

２ ＋ γ ２Ψ
２ ＋

γ ３Ｐ
２ ＋ γ ３Ｑ

２）·Φ ＋ γ ４Ψ
ＴΦ ＋ γ ５Ψ

ＴＰ）＝ ０．（４０）
证毕．
２． ３　 全离散守恒格式　 近年来，围绕哈密顿系统
已经提出了不少的守恒方法［２６-２７］，但绝大部分方法

在长时间模拟中都只是保持原方程的修正能量或

者修正质量．
根据文献［２２］，知道采用 ＰＡＶＦ方法对哈密顿

系统进行离散，其哈密顿量能够自然得到保持，且

还可能保持更多的不变量． 基于此，本节选择采用

ＰＡＶＦ系列方法去离散上述半离散系统（３０）～

（３３），以期获得能够同时保持原始能量和原始质量
的守恒方法．

利用 ＰＡＶＦ方法离散半离散系统（３０）～（３３），
可得求解 ＳＣＦＳＥｓ的全离散格式：

δ ｔＰ
ｎ ＝ １

２ ∫
１

０
ＨＱ（Ｐ

ｎ＋１，εＱ ｎ＋１ ＋

（１ － ε）Ｑ ｎ，Φ ｎ，Ψ ｎ）ｄε， （４１）

δ ｔＱ
ｎ ＝ － １

２ ∫
１

０
ＨＰ（εＰ

ｎ＋１ ＋

（１ － ε）ｎＰ ｎ，Ｑ ｎ，Φ ｎ，Ψ ｎ）ｄε， （４２）

δ ｔΦ
ｎｎ ＝ １２ ∫

１

０
ＨΨ（Ｐ

ｎ＋１，Ｑ ｎ＋１，Φ ｎ＋１，

εΨ ｎ＋１ ＋ （１ － ε）Ψ ｎ）ｄε， （４３）

δ ｔΨ
ｎ ＝ － １

２ ∫
１

０
ＨΦ（Ｐ

ｎ＋１，Ｑ ｎ＋１，εΦ ｎ＋１ ＋

（１ － ε）Φ ｎ，Ψ ｎ）ｄε， （４４）
整理得

δ ｔＰ
ｎ ＝ γ １Ｄ αＱ

ｎ＋ １２ － １
４ γ ２（（Ｑ

ｎ＋１）３ ＋ （Ｑ ｎ）３ ＋

（Ｑ ｎ＋１）２·Ｑ ｎ ＋ Ｑ ｎ＋１·（Ｑ ｎ）２）－

（γ ２（Ｐ
ｎ＋１）２ ＋ γ ３（Φ

ｎ）２ ＋

γ ３（Ψ
ｎ）２ ＋ γ ４）·Ｑ

ｎ＋ １２ － γ ５Ψ
ｎ， （４５）

δ ｔＱ
ｎ ＝ － γ １Ｄ αＰ

ｎ＋ １２ ＋ １
４ γ ２（（Ｐ

ｎ＋１）３ ＋ （Ｐ ｎ）３ ＋

（Ｐ ｎ＋１）２·Ｐ ｎ ＋ Ｐ ｎ＋１·（Ｐ ｎ）２）＋

（γ ２（Ｑ
ｎ）２ ＋ γ ３（Φ

ｎ）２ ＋

γ ３（Ψ
ｎ）２ ＋ γ ４）·Ｐ

ｎ＋ １２ ＋ γ ５Φ
ｎ， （４６）

δ ｔΦ
ｎ ＝ γ １Ｄ αΨ

ｎ＋ １２ － １
４ γ ２（（Ψ

ｎ＋１）３ ＋ （Ψ ｎ）３ ＋

（Ψ ｎ＋１）２·Ψ ｎ ＋ Ψ ｎ＋１·（Ψ ｎ）２）－

（γ ３（Ｐ
ｎ＋１）２ ＋ γ ３（Ｑ

ｎ＋１）２ ＋

γ ２（Φ
ｎ＋１）２ ＋ γ ４）·Ψ

ｎ＋ １２ － γ ５Ｑ
ｎ＋１， （４７）

δ ｔΨ
ｎ ＝ － γ １Ｄ αΦ

ｎ＋ １２ ＋
１
４ γ ２（（Φ

ｎ＋１）３ ＋ （Φ ｎ）３ ＋

（Φ ｎ＋１）２·Φ ｎ ＋ Φ ｎ＋１·（Φ ｎ）２）＋

（γ ３（Ｐ
ｎ＋１）２ ＋ γ ３（Ｑ

ｎ＋１）２ ＋

γ ２（Ψ
ｎ）２ ＋ γ ４）·Φ

ｎ＋ １２ ＋ γ ５Ｐ
ｎ＋１， （４８）

　 　 考虑到该格式空间方向采用的是 Ｆｏｕｒｉｅｒ 拟谱
方法离散，下称其为 ＦＰＡＶＦ方法．

类似地，可得求解 ＳＣＦＳＥｓ 的伴随 ＦＰＡＶＦ
方法：

δ ｔＰ
ｎ ＝ γ １Ｄ αＱ

ｎ＋ １２ － １
４ γ ２（（Ｑ

ｎ＋１）３ ＋ （Ｑ ｎ）３ ＋

（Ｑ ｎ＋１）２·Ｑ ｎ ＋ Ｑ ｎ＋１·（Ｑ ｎ）２）－

（γ ２ （Ｐ
ｎ）２ ＋ γ ３ （Φ

ｎ＋１）２ ＋ γ ３ （Ψ
ｎ＋１）２ ＋

γ ４）·Ｑ
ｎ＋ １２ － γ ５Ψ

ｎ＋１， （４９）

δ ｔＱ
ｎ ＝ － γ １Ｄ αＰ

ｎ＋ １２ ＋
１
４ γ ２（（Ｐ

ｎ＋１）３ ＋ （Ｐ ｎ）３ ＋

（Ｐ ｎ＋１）２·Ｐ ｎ ＋ Ｐ ｎ＋１·（Ｐ ｎ）２）＋

（γ ２ （Ｑ
ｎ＋１）２ ＋ γ ３ （Φ

ｎ＋１）２ ＋ γ ３ （Ψ
ｎ＋１）２ ＋

γ ４）·Ｐ
ｎ＋ １２ ＋ γ ５Φ

ｎ＋１， （５０）

δ ｔΦ
ｎ ＝ γ １Ｄ αΨ

ｎ＋ １２ － １
４ γ ２（（Ψ

ｎ＋１）３ ＋ （Ψ ｎ）３ ＋

（Ψ ｎ＋１）２·Ψ ｎ ＋ Ψ ｎ＋１·（Ψ ｎ）２）－

（γ ３（Ｐ
ｎ）２ ＋ γ ３（Ｑ

ｎ）２ ＋ γ ２（Φ
ｎ）２ ＋

γ ４）·Ψ
ｎ＋ １２ － γ ５Ｑ

ｎ， （５１）

δ ｔΨ
ｎ ＝ － γ １Ｄ αΦ

ｎ＋ １２ ＋ １
４ γ ２（（Φ

ｎ＋１）３ ＋ （Φ ｎ）３ ＋

（Φ ｎ＋１）２·Φ ｎ ＋ Φ ｎ＋１·（Φ ｎ）２）＋

（γ ３（Ｐ
ｎ）２ ＋ γ ３（Ｑ

ｎ）２ ＋ γ ２（Ψ
ｎ＋１）２ ＋

γ ４）·Φ
ｎ＋ １２ ＋ γ ５Ｐ

ｎ， （５２）
　 　 结合 ＦＰＡＶＦ 方法（４５）～（４８）与伴随 ＦＰＡＶＦ
方法（４９）～（５２），可得 ＦＰＡＶＦ-Ｐ方法：

δ ｔＰ
ｎ ＝ γ １Ｄ αＱ

ｎ＋ １２ － １
４ γ ２（（Ｑ

ｎ＋１）３ ＋ （Ｑ ｎ）３ ＋

７９６
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（Ｑ ｎ＋１）２·Ｑ ｎ ＋ Ｑ ｎ＋１·（Ｑ ｎ）２）－

（γ ２
（Ｐ ｎ＋１）２ ＋ （Ｐ ｎ）２

２
＋

γ ３
（Φ ｎ＋１）２ ＋ （Φ ｎ）２

２
＋

γ ３
（Ψ ｎ＋１）２ ＋ （Ψ ｎ）２

２
＋

γ ４）·Ｑ
ｎ＋ １２ － γ ５Ψ

ｎ＋ １２， （５３）

δ ｔＱ
ｎ ＝ － γ １Ｄ αＰ

ｎ＋ １２ ＋ １
４ γ ２（（Ｐ

ｎ＋１）３ ＋ （Ｐ ｎ）３ ＋

（Ｐ ｎ＋１）２·Ｐ ｎ ＋ Ｐ ｎ＋１·（Ｐ ｎ）２）＋

（γ ２
（Ｑ ｎ＋１）２ ＋ （Ｑ ｎ）２

２
＋

γ ３
（Φ ｎ＋１）２ ＋ （Φ ｎ）２

２
＋

γ ３
（Ψ ｎ＋１）２ ＋ （Ψ ｎ）２

２
＋

γ ４）·Ｐ
ｎ＋ １２ ＋ γ ５Φ

ｎ＋ １２， （５４）

δ ｔΦ
ｎ ＝ γ １Ｄ αΨ

ｎ＋ １２ － １
４ γ ２（（Ψ

ｎ＋１）３ ＋ （Ψ ｎ）３ ＋

（Ψ ｎ＋１）２·Ψ ｎ ＋ Ψ ｎ＋１·（Ψ ｎ）２）－

（γ ３
（Ｐ ｎ＋１）２ ＋ （Ｐ ｎ）２

２
＋

γ ３
（Ｑ ｎ＋１）２ ＋ （Ｑ ｎ）２

２
＋

γ ２
（Φ ｎ＋１）２ ＋ （Φ ｎ）２

２
＋

γ ４）·Ψ
ｎ＋ １２ － γ ５Ｑ

ｎ＋ １２， （５５）

δ ｔΨ
ｎ ＝ － γ １Ｄ αΦ

ｎ＋ １２ ＋ １
４ γ ２（（Φ

ｎ＋１）３ ＋ （Φ ｎ）３ ＋

（Φ ｎ＋１）２·Φ ｎ ＋ Φ ｎ＋１·（Φ ｎ）２）＋

（γ ３
（Ｐ ｎ＋１）２ ＋ （Ｐ ｎ）２

２
＋

γ ３
（Ｑ ｎ＋１）２ ＋ （Ｑ ｎ）２

２
＋

γ ２
（Ψ ｎ＋１）２ ＋ （Ψ ｎ）２

２
＋

γ ４）·Φ
ｎ＋ １２ ＋ γ ５Ｐ

ｎ＋ １２ ． （５６）
　 　 为了进行比较，也用标准的 ＡＶＦ 方法对系统
（３０）～（３３）进行离散，可得

δ ｔＰ
ｎ ＝ １

２ ∫
１

０
ＨＱ（εＺ

ｎ＋１ ＋ （１ － ε）Ｚ ｎ）ｄε，　 （５７）

δ ｔＱ
ｎ ＝ － １

２ ∫
１

０
ＨＰ（εＺ

ｎ＋１ ＋ （１ － ε）Ｚ ｎ）ｄε，　 （５８）

δ ｔΦ
ｎ ＝ １

２ ∫
１

０
ＨΨ（εＺ

ｎ＋１ ＋ （１ － ε）Ｚ ｎ）ｄε，　 （５９）

δ ｔΨ
ｎ ＝ － １

２ ∫
１

０
ＨΦ（εＺ

ｎ＋１ ＋ （１ － ε）Ｚ ｎ）ｄε． 　 （６０）

整理得

δ ｔＰ
ｎ ＝ γ １Ｄ αＱ

ｎ＋ １２ － １
４ γ ２（（Ｑ

ｎ＋１）３ ＋ （Ｑ ｎ）３ ＋

（Ｑ ｎ＋１）２·Ｑ ｎ ＋ Ｑ ｎ＋１·（Ｑ ｎ）２）－

γ ２
１２（３（Ｐ

ｎ＋１）２·Ｑ ｎ＋１ ＋ ３（Ｐ ｎ）２·Ｑ ｎ ＋

（Ｐ ｎ）２·Ｑ ｎ＋１ ＋ （Ｐ ｎ＋１）２·Ｑ ｎ ＋

４Ｐ ｎ＋１·Ｐ ｎ·Ｑ ｎ＋
１
２）－

γ ３
１２（３ （Φ

ｎ＋１）２·Ｑ ｎ＋１ ＋ ３ （Φ ｎ）２·Ｑ ｎ ＋

（Φ ｎ）２·Ｑ ｎ＋１ ＋ （Φ ｎ＋１）２·Ｑ ｎ ＋

４Φ ｎ＋１·Φ ｎ·Ｑ ｎ＋
１
２）－

γ ３
１２（３ （Ψ

ｎ＋１）２·Ｑ ｎ＋１ ＋ ３ （Ψ ｎ）２·Ｑ ｎ ＋

（Ψ ｎ）２·Ｑ ｎ＋１ ＋ （Ψ ｎ＋１）２·Ｑ ｎ ＋

４Ψ ｎ＋１·Ψ ｎ·Ｑ ｎ＋
１
２）－

γ ４Ｑ
ｎ＋ １２ － γ ５Ψ

ｎ＋ １２， （６１）

δ ｔＱ
ｎ ＝ － γ １Ｄ αＰ

ｎ＋ １２ ＋ １
４ γ ２（（Ｐ

ｎ＋１）３ ＋ （Ｐ ｎ）３ ＋

（Ｐ ｎ＋１）２·Ｐ ｎ ＋ Ｐ ｎ＋１·（Ｐ ｎ）２）＋

γ ２
１２（３（Ｑ

ｎ＋１）２·Ｐ ｎ＋１ ＋ ３（Ｑ ｎ）２·Ｐ ｎ ＋

（Ｑ ｎ）２·Ｐ ｎ＋１ ＋ （Ｑ ｎ＋１）２·Ｐ ｎ ＋

４Ｑ ｎ＋１·Ｑ ｎ·Ｐ ｎ＋
１
２）＋

γ ３
１２（３ （Φ

ｎ＋１）２·Ｐ ｎ＋１ ＋ ３ （Φ ｎ）２·Ｐ ｎ ＋

（Φ ｎ）２·Ｐ ｎ＋１ ＋ （Φ ｎ＋１）２·Ｐ ｎ ＋

４Φ ｎ＋１·Φ ｎ·Ｐ ｎ＋
１
２）＋

γ ３
１２（３（Ψ

ｎ＋１）２·Ｐ ｎ＋１ ＋ ３（Ψ ｎ）２·Ｐ ｎ ＋

（Ψ ｎ）２·Ｐ ｎ＋１ ＋ （Ψ ｎ＋１）２·Ｐ ｎ ＋

４Ψ ｎ＋１·Ψ ｎ·Ｐ ｎ＋
１
２）＋ γ ４Ｐ

ｎ＋ １２ ＋ γ ５Φ
ｎ＋ １２，　 （６２）

δ ｔΦ
ｎ ＝ γ １Ｄ αΨ

ｎ＋ １２ － １
４ γ ２（（Ψ

ｎ＋１）３ ＋ （Ψ ｎ）３ ＋

（Ψ ｎ＋１）２·Ψ ｎ ＋ Ψ ｎ＋１·（Ψ ｎ）２）－

γ ３
１２（３（Ｐ

ｎ＋１）２·Ψ ｎ＋１ ＋ ３（Ｐ ｎ）２·Ψ ｎ ＋

（Ｐ ｎ）２·Ψ ｎ＋１ ＋ （Ｐ ｎ＋１）２·Ψ ｎ ＋

８９６
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４Ｐ ｎ＋１·Ｐ ｎ·Ψ ｎ＋
１
２）－

γ ３
１２（３（Ｑ

ｎ＋１）２·Ψ ｎ＋１ ＋ ３（Ｑ ｎ）２·Ψ ｎ ＋

（Ｑ ｎ）２·Ψ ｎ＋１ ＋ （Ｑ ｎ＋１）２·Ψ ｎ ＋

４Ｑ ｎ＋１·Ｑ ｎ·Ψ ｎ＋
１
２）－

γ ２
１２（３（Φ

ｎ＋１）２·Ψ ｎ＋１ ＋

３（Φ ｎ）２·Ψ ｎ ＋ （Φ ｎ）２·Ψ ｎ＋１ ＋

（Φ ｎ＋１）２·Ψ ｎ ＋ ４Φ ｎ＋１·Φ ｎ·Ψ ｎ＋
１
２）－

γ ４Ψ
ｎ＋ １２ － γ ５Ｑ

ｎ＋ １２， （６３）

δ ｔΨ
ｎ ＝ － γ １Ｄ αΦ

ｎ＋ １２ ＋ １
４ γ ２（（Φ

ｎ＋１）３ ＋ （Φ ｎ）３ ＋

（Φ ｎ＋１）２·Φ ｎ ＋ Φ ｎ＋１·（Φ ｎ）２）＋

γ ３
１２（３（Ｐ

ｎ＋１）２·Φ ｎ＋１ ＋ ３（Ｐ ｎ）２·Φ ｎ ＋

（Ｐ ｎ）２·Φ ｎ＋１ ＋ （Ｐ ｎ＋１）２·Φ ｎ ＋

４Ｐ ｎ＋１·Ｐ ｎ·Φ ｎ＋
１
２）＋

γ ３
１２（３ （Ｑ

ｎ＋１）２·Φ ｎ＋１ ＋ ３ （Ｑ ｎ）２·Φ ｎ ＋

（Ｑ ｎ）２·Φ ｎ＋１ ＋ （Ｑ ｎ＋１）２·Φ ｎ ＋

４Ｑ ｎ＋１·Ｑ ｎ·Φ ｎ＋
１
２）＋

γ ２
１２（３（Ψ

ｎ＋１）２·Φ ｎ＋１ ＋ ３（Ψ ｎ）２·Φ ｎ ＋

（Ψ ｎ）２·Φ ｎ＋１ ＋ （Ψ ｎ＋１）２·Φ ｎ ＋

４Ψ ｎ＋１·Ψ ｎ·Φ ｎ＋
１
２）＋

γ ４Φ
ｎ＋ １２ ＋ γ ５Ｐ

ｎ＋ １２ ． （６４）
　 　 针对上述的 ＡＶＦ 或 ＰＡＶＦ 系列方法，有如下
结论．

定理 ３． ２ 　 上述 ＡＶＦ 或 ＰＡＶＦ 系列方法都满
足能量守恒定律

Ｈｎ＋１ ＝ Ｈｎ， （６５）

但只有 ＦＰＡＶＦ-Ｐ 方法（５３）～（５６）还满足质量守
恒律

Ｇ ｎ＋１ ＝ Ｇ ｎ， （６６）
其中质量

Ｇ ｎ ＝ （Ｐ ｎ）ＴＰ ｎ ＋ （Ｑ ｎ）Ｔ（Ｑ ｎ）＋

（Φ ｎ）ＴΦ ｎ ＋ （Ψ ｎ）ＴΨ ｎ， （６７）
能量

Ｈｎ ＝ γ １（（Ｐ
ｎ）ＴＤ αＰ ｎ ＋ （Ｑ ｎ）ＴＤ αＱ ｎ ＋

（Φ ｎ）ＴＤ αΦ ｎ ＋ （Ψ ｎ）ＴＤ αΨ ｎ）－

γ ２
２ （（（Ｐ

ｎ）２ ＋ （Ｑ ｎ）２）Ｔ（Ｐ ｎ）２ ＋

（Ｑ ｎ）２）＋ （（Φ ｎ）２ ＋

（Ψ ｎ）２）Ｔ（（Φ ｎ）２ ＋ （Ψ ｎ）２）－

γ ３（（（Ｐ
ｎ）２ ＋ （Ｑ ｎ）２）Ｔ（（Φ ｎ）２ ＋

（Ψ ｎ）２））－ γ ４（（Ｐ
ｎ）ＴＰ ｎ ＋

（Ｑ ｎ）ＴＱ ｎ ＋ （Φ ｎ）ＴΦ ｎ ＋ （Ψ ｎ）ＴΨ ｎ）－

２γ ５（（Ｐ
ｎ）ＴΦ ｎ ＋ （Ｑ ｎ）ＴΨ ｎ）． （６８）

　 　 证明 　 用 Ｑ ｎ ＋ １ － Ｑ ｎ、－（Ｐ ｎ ＋ １ － Ｐ ｎ）、Ψ ｎ ＋ １ －

Ψ ｎ、－（Φ ｎ ＋ １ －Φ ｎ）分别与（５３）～（５６）式作内积，

将所得式子相加，即可得 Ｈｎ ＋ １ ＝ Ｈｎ ． 这意味着

ＦＰＡＶＦ-Ｐ方法（５３）～（５６）满足能量守恒律． 按类

似的方法可证明上述其他 ＡＶＦ（６１）～ （６４）和

ＰＡＶＦ（４５）～（４８）方法也满足能量守恒定律．

将 Ｐ ｎ ＋ １ ＋ Ｐ ｎ、Ｑ ｎ ＋ １ ＋ Ｑ ｎ、Φ ｎ ＋ １ ＋ Φ ｎ、Ψ ｎ ＋ １ ＋

Ψ ｎ 分别与式（５３）～（５６）作内积，再将所得式子相

加，即可证得 Ｇ ｎ ＋ １ ＝ Ｇ ｎ ．证毕．

由于上述其他 ＡＶＦ（６１）～（６４）和 ＰＡＶＦ（４５）～
（４８）方法不具备对称性，因此其不满足质量守恒定律．
证毕．

３　 数值实验

本节将借助数值算例来验证前面理论结果的

正确性．
为此，首先定义如下误差函数

Ｅ（τ）＝ ‖ＵＮＭ － Ｕ
２Ｎ
Ｍ ‖ ∞，

Ｅ（ｈ）＝ ‖ＵＮＭ － Ｕ
Ｎ
２Ｍ‖ ∞， （６９）

其中

‖ＵＮＭ － Ｕ
２Ｎ
Ｍ ‖ ∞ ＝

‖Ｕ（Ｔ ／ Ｎ，Ｌ ／ Ｍ）－ Ｕ（Ｔ ／（２Ｎ），Ｌ ／ Ｍ）‖ ∞，

‖ＵＮＭ － Ｕ
Ｎ
２Ｍ‖ ∞ ＝

‖Ｕ（Ｔ ／ Ｎ，Ｌ ／ Ｍ）－ Ｕ（Ｔ ／ Ｎ，Ｌ ／（２Ｍ））‖ ∞，　 （７０）
以及时间和空间方向的

收敛阶 ＝ ｌｏｇ ２［Ｅ（τ）／ Ｅ（τ ／ ２）］，在时间上，

ｌｏｇ ２［Ｅ（Ｍ）／ Ｅ（２Ｍ）］，在空间上
{

，
　 （７１）

定义相对质量误差为

ＲＧ ｎ ＝ ｜ （Ｇ ｎ － Ｇ ０）／ Ｇ ０ ｜， （７２）
相对能量误差为

ＲＨｎ ＝ ｜ （Ｈｎ － Ｈ ０）／ Ｈ ０ ｜， （７３）

９９６
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这里 Ｇ ｎ 和 Ｈｎ 分别表示在 ｔ ｎ 处的质量和能量．
例 ４． １ 　 对于二维 ＳＣＦＳＥｓ（１）和（２），设其初

始条件为

Ｕ（ｘ，０）＝ ｓｅｃｈ（ｘ ＋ １０）ｅｘｐ（３ｉｘ）
ｓｅｃｈ（ｙ ＋ １０）ｅｘｐ（３ｉｙ）， （７４）

Ｖ（ｘ，０）＝ ｓｅｃｈ（ｘ － １０）ｅｘｐ（－ ３ｉｘ）
ｓｅｃｈ（ｙ － １０）ｅｘｐ（－ ３ｉｙ）， （７５）

其中 ｘ ＝（ｘ，ｙ）． 在数值算例中，取计算区域为（ｘ，
ｙ）＝［－ ２１，２１］×［－ ２１，２１］，ｔ∈［０，Ｔ］．

首先测试本文所提 ＦＰＡＶＦ 系列方法的准确

性．不失一般性，考虑 γ １ ＝ １，γ ２ ＝ ２，γ ３ ＝ ３，γ ４ ＝ １，

γ ５ ＝ １ 时本文所提方法的时间和空间误差．图 １（ａ）
绘制了 α ＝ １． ７，Ｎ ＝ １６ 时 ＦＡＶＦ、ＦＰＡＶＦ 和 ＦＰＡＶＦ-

Ｐ 方法的时间误差． 从图 １ 可以看出，ＦＡＶＦ 和
ＦＰＡＶＦ-Ｐ的斜率为 ２，而 ＦＰＡＶＦ 的斜率为 １． 这表
明 ＦＡＶＦ方法和 ＦＰＡＶＦ-Ｐ 方法在时间方向都有 ２
阶精度，ＦＰＡＶＦ方法在时间方向只有 １ 阶精度． 类
似地，图 １（ｂ）绘制了 α ＝ １． ７，τ ＝ １０ －３时的空间误
差，这表明本文所提方法在空间方向具有谱精度．
这与前面的理论是一致的．

（ａ）α ＝ １． ７，Ｎ ＝ １６ 的时间误差
　 　

（ｂ）α ＝ １． ７，τ ＝ ０． ００１ 时的空间误差

图 １　 ３ 种方法的时间精度和空间精度
Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ｉｎ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｓｐａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ｍｅｔｈｏｄｓ

　 　 其次验证所提守恒方法的长时间离散守恒性
能．令 Ｔ ＝ １００，Ｎ ＝ １６，τ ＝ ０． ０１．图 ２ 和 ３ 分别展示
了不同的 α时离散质量 Ｇ ｎ 和能量 Ｈｎ 的相对误差．

可以发现，上述 ３ 种方法都能很好地保持能量守
恒，但只有 ＦＰＡＶＦ-Ｐ方法能够呈现质量守恒．

（ａ）α ＝ １． ４
　 　

（ｂ）α ＝ ２． ０

图 ２　 不同方法在不同 α值时的相对能量误差
Ｆｉｇ． ２　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｅｎｅｒｇｙ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α

００７
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（ａ）α ＝ １． ４
　 　

（ｂ）α ＝ ２． ０

图 ３　 不同方法在不同 α值时的相对质量误差
Ｆｉｇ． ３　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｍａｓｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α

　 　 表 １ 列出了上述 ３ 种方法当 α ＝ ２ 时，在不同
时间 ｔ处计算得到的离散质量和能量．从表 １ 可以

发现这 ３ 种方法都严格保持原始能量，而只有
ＦＰＡＶＦ-Ｐ方法保持原始质量．

表 １　 α ＝２，ｔ ＝ ｔ ｎ 时的离散能量 Ｈ
ｎ 和质量 Ｇｎ

Ｔａｂ． １　 Ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｎｅｒｇｙ Ｈｎ ａｎｄ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｍａｓｓ Ｇ ｎ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ｔ ｎ ｗｈｅｎ α ＝２

ｔ ＡＶＦ ＰＡＶＦ ＰＡＶＦ-Ｐ ＡＶＦ ＰＡＶＦ ＰＡＶＦ-Ｐ

０ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１４ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８４４ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１４ ８． ０００ １９３ ９２７ １０４ ５６ ８． ００１ １３６ ３３７ ３１２ ０８ ７． ９９９ ９９９ ９９５ ２１３ １８

５ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１２ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８４６ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１３ ８． ０００ ３０８ ５１４ ２１０ ５５ ８． ００１ ２０８ ２７７ ００９ １９ ７． ９９９ ９９９ ９９５ ２１３ １８

１０ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１２ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８５２ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１３ ８． ０００ ２２１ ３４１ ４０６ ８９ ８． ００１ ０２０ ６２４ ８４７ ５５ ７． ９９９ ９９９ ９９５ ２１３ １５

２０ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１２ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ９５１ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１３ ８． ０００ ２２９ ５４５ ４５９ ５１ ８． ００１ ２１０ １８８ １３８ １５ ７． ９９９ ９９９ ９９５ ２１３ １５

４０ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１２ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ９５８ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１３ ８． ０００ ２２２ ３５６ ０２６ ２２ ８． ００１ １９１ １１６ ４７８ ９８ ７． ９９９ ９９９ ９９５ ２１３ １６

８０ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１２ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８９３ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１３ ８． ０００ １７８ ０２０ ５３６ ６４ ８． ００１ ２５９ ７０４ １７４ １３ ７． ９９９ ９９９ ９９５ ２１３ １５

１００ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１２ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８３１ １３７． ７７７ ７７６ ７８３ ８１３ ８． ０００ １６２ ４２８ ４５８ １２ ８． ００１ １８６ ４２４ ０９１ ２１ ７． ９９９ ９９９ ９９５ ２１３ １５

原始能量 Ｅ（ｔ ０）：１３７． ７７７ ７７７ ７０４ ８７５ 原始质量 Ｑ（ｔ ０）：７． ９９９ ９９９ ９９５ ５３６ ８６

　 　 图 ４ 展示了 α ＝ ２ 时，由 ＦＰＡＶＦ-Ｐ 方法计算得
到的离散能量和质量随时间的变化图．从图 ４ 可以

看出，无论时间 ｔ 如何变化，由 ＦＰＡＶＦ-Ｐ 方法计
算得到的离散能量和质量始终不变．值得说明的是，

（ａ）ＦＰＡＶＦ-Ｐ方法的离散质量 Ｇ ｎ
　 　

（ｂ）ＦＰＡＶＦ-Ｐ方法的离散能量 Ｈｎ

图 ４　 α ＝２ 时，ＦＰＡＶＦ-Ｐ方法的离散质量 Ｇｎ 和离散能量 Ｈｎ

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｙ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｍａｓｓ Ｇ ｎ ａｎｄ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｎｅｒｇｙ Ｈｎ ｆｏｒ α ＝２

１０７
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由于 α≠２ 时的原始能量不易计算，故这里仅展示
了 α ＝ ２ 的结果，但针对其他 α的值，也可以观察到
类似的演化现象． 这表明本文所构造的 ＦＰＡＶＦ-Ｐ
方法确实能够保持方程的原始质量和能量，这验证

了前面理论结果的正确性．

４　 结论

本文将二维强耦合空间分数阶 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方

程重写为一个标准的哈密顿系统，并基于分区平均

向量场（ＰＡＶＦ）方法，提出了一种同时质量和能量
守恒的守恒方法． 并从理论和数值 ２ 个角度，验证
了该方法的准确性和守恒性质．
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